MATEMATICAS AVANZADAS

Estructura y objetivos del curso

El objetivo central del presente curso consiste en estudiar las principales técnicas de la
optimizacion y su aplicacion a diversos problemas de la economia. El curso se encuentra
dividido en dos partes: en la primera se introducen problemas de optimizacion lineal y no
lineal, asi como sus principales técnicas de resolucion y aplicaciones a problemas de la
economia; en la segunda parte se introducen las principales técnicas de la optimizacion
dinamica, asi como ejemplos de aplicacion al area econdémica.

En ambas partes del curso, después de la introduccién de los problemas elementales, se
procedera al estudio de las principales propiedades tedricas: condiciones necesarias y
suficientes de optimalidad. Para ilustrar la teoria se analizaran algunos ejemplos bésicos,
para después proceder a estudiar problemas maés sofisticados procedentes de diferentes
corrientes de la economia.

El curso comienza con la introduccion de problemas de programacion lineal y su
modelizacion, para posteriormente desarrollar el método del simplex y la teoria de
dualidad. Posteriormente se analizan algunos problemas de optimizacion no lineal,
presentandose condiciones necesarias de primer orden y suficientes de segundo orden para
la caracterizacién de la solucion. Diversas aplicaciones a la economia seran desarrolladas.

La segunda parte del curso comenzara con una introduccion en la que se pretende resaltar la
importancia de la metodologia, asi como revisar ciertos resultados preliminares. A
continuacion se efectuara un tratamiento detallado del calculo variacional y su aplicacion a
una diversidad de problemas, principalmente econdmicos. En la parte final se desarrollara
la teoria del control éptimo de ecuaciones diferenciales ordinarias y se analizaran algunos
problemas presentes en la economia.

El curso resaltara las diferencias del analisis dinamico con respecto al estatico e introducira
las principales técnicas para la optimizacion en dichos contextos. En el tratamiento de los
problemas provenientes de la economia se resaltaran los supuestos de la modelizacion y se
obtendran politicas dptimas.

La estructura del curso es la siguiente:

Fecha | Temética | Horas

Parte 1: Optimizacidn lineal y no lineal

1 Clase | Programacion lineal: modelos. 2

2 Clase |Programacion lineal: método del simplex 2

3 Clase |Programacion lineal: dualidad. 2




Programacién no lineal: ejemplos y condiciones

4 de Kuhn-Tucker. 2
5 Programacién no lineal: condiciones suficientes 2
y aplicaciones.
Parte 2: Optimizacion dindmica
6 Clase | Motivacion. Ecuaciones diferenciales ordinarias. |2
7 Clase | Diagramas de fase
Célculo variacional
8 Clase Funcional pbj_etlvo y problema fundamental del 2
calculo variacional
Condiciones necesarias. Ecuaciones de Euler:
9 Clase . 2
ejemplos
10 Clase | Optimizacion dindmica de un monopolista 2
11 Clase | Condicién general de transversalidad 2
12 Clase | Ajuste 6ptimo de demanda laboral 2
13 Clase | Condiciones suficientes de segundo orden 2

Planificacion a horizonte infinito. Inversion
14 Clase |, .. 2
Optima de una empresa

15 Clase | Ahorro nacional 6ptimo (Ramsey) 2

Examen 2

Control éptimo

16 Clase |Problema fundamental y principio del maximo 2
17 Taller | Ejemplos de aplicacién del principio del maximo | 2
18 Clase | Condiciones finales alternativas 2
19 Clase m;iri[r)ggtacién econdmica del principio del 5
20 Clase | Uso energético y calidad ambiental 2
21 Clase | Teoria neoclésica del crecimiento 6ptimo 2
22 Clase | Progreso tecnoldgico enddgeno y exdgeno 2
Examen

Parte 1: Optimizacion lineal y no lineal

1. Programacion lineal: modelos

En esta sesion se introducirdn algunos ejemplos sencillos de problemas de programacion
lineal y se los resolveré graficamente para resaltar las ideas basicas de la teoria. Ademas se
procedera a desarrollar modelos de problemas més complejos, que permitan desarrollar
habilidades de modelizacion.



2. Programacion lineal: método del simplex

A partir de la caracterizacion de la solucion de un programa lineal como vértice de un
politopo, se procederd al planteamiento del metodo del simplex y al desarrollo del
algoritmo a través de la tabla del simplex. Se realizaran ejemplos de aplicacion.

3. Programacion lineal: dualidad

Se planteara el programa dual de un programa lineal y se estableceran los principales
teoremas de dualidad. Adicionalmente se analizard la interpretacion econdmica de la
dualidad y la importancia de los precios sombra.

4. Programacion no lineal: ejemplos y condiciones de Kuhn-Tucker

En esta sesion se introducirdn algunos ejemplos de problemas de programacion no lineal y
se obtendrén las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker, asi como ciertos criterios de
calificacion para las restricciones.

5. Programacion no lineal: condiciones suficientes y aplicaciones

Sobre la base de las condiciones de Kuhn-Tucker, se revisaran algunos tipos de condiciones
suficientes para problemas de programacion no lineal. Adicionalmente se desarrollaran
algunas aplicaciones econémicas en detalle.

Parte 2: Optimizacion dinamica

La utilidad del control éptimo en economia esta directamente relacionada con el papel que
se le otorgue al anélisis dinamico con respecto al andlisis estatico. Incluso dentro del
contexto de este ultimo existe generalmente una simplificacion de los modelos con vista a
aplicar la programacion lineal como herramienta béasica de optimizacion. Tanto las
relaciones no lineales como las dinamicas son sin duda sumamente importantes para una
mejor comprension de los fendmenos, con lo cual las herramientas matematicas para el
disefio de politicas 6ptimas en dicho contexto son prioritarias.

6. Motivacion y ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta primera sesion se desarrollara el contenido del curso y presentaran ejemplos
iniciales de problemas de célculo variacional y control 6ptimo en economia. Se ilustrara
como gestionar la produccion e inventario de una empresa planteando un modelo de control
Optimo. También se planteard& como un problema de célculo variacional la cuestion de
maximizar el empleo al tiempo que se controla la inflacion. Adicionalmente se presentaran
ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias y se repasaran las técnicas mas elementales
para la resolucién de las ecuaciones de segundo orden.

7. Diagramas de fase

En esta sesion se presentara el esquema general para la elaboracion de diagramas de fase en
el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales autonomos. Después de desarrollar un
ejemplo elemental, se utilizara el modelo de Eisner-Strotz para ejemplificar la construccion
de un diagrama de fase en un problema de economia.



2.1. Calculo variacional

Desde sus origenes el calculo variacional a estado ligado intimamente con los problemas de
la fisica. La optimizacion de una integral ha sido objeto de interés basicamente al tratar de
optimizar la energia de los sistemas o los disefios geométricos. Es recién con la
matematizacion de la economia, que la aplicacion de esta rama se vuelve posible y atractiva
para esta disciplina. La presentacion del calculo de variaciones incluye el planteamiento del
problema fundamental, asi como de las condiciones necesarias y suficientes de 6ptimo. Las
condiciones de transversalidad son de suma importancia cuando se tienen puntos terminales
variables.

8. Funcional objetivo y problema fundamenta del calculo variacional

Se introducird la nocién, asi como la definicion de funcional objetivo y se presentaran
algunos ejemplos que ilustran la importancia que tienen en un problema de optimizacion.
La caracterizacion de los funcionales: standard, Bolza y Mayer, tambien sera desarrollada.
Se planteara el problema fundamental del calculo variacional y se analizaran las ideas para
su resolucion. La derivada de una integral definida sera analizada, con miras a la obtencion
de la ecuacion de Euler como condicion necesaria.

9. Condiciones necesarias. Ecuacion de Euler: ejemplos

La deduccion de la ecuacion de Euler como condicidén necesaria de primer orden sera
Ilevada a cabo. Se trabajaran distintos ejemplos del calculo variacional con la intencion de
interiorizar el planteamiento y la resolucion de la ecuacion de Euler para los distintos casos.

10. Optimizacion dindmica de un monopolista

En esta sesion se analizara el modelo clasico de Evans sobre la dindmica de una empresa
monopolista. Después de obtener el modelo, se procedera al planteamiento del problema de
control Optimo y a su resolucion, a través de la ecuacion de Euler. Esta es una de las
primeras aplicaciones historicas del célculo variacional a la economia.

11. Condicion general de transversalidad

Se introducirdn los problemas con condiciones finales variables y se obtendran, con la
misma metodologia que para la ecuacion de Euler, las condiciones de transversalidad. Se
presentaran algunos ejemplos para ilustrar su obtencion, asi como algunos casos especiales.

12. Ajuste dptimo de demanda laboral

Un modelo de ajuste de demanda laboral es analizado. EI modelo, propuesto por
Hamermesh, describe la dindmica de costos al efectuar un incremento de la fuerza de
trabajo en una empresa. Se planteara el problema de calculo variacional que busca
minimizar costos y se procedera a su resolucion.

13. Condiciones suficientes de segundo orden

En esta sesion se explicardn la clasica condiciéon suficiente de segundo orden, bajo
supuestos de diferenciabilidad en el funcional y las restricciones. La verificacion de la
condicidn sera realizada en algunos ejemplos, para observar si se trata de un minimo o un



méaximo. Adicionalmente, criterios de concavidad o convexidad del funcional objetivo
seran explicados.

14. Planificacion a horizonte infinito. Inversion éptima de una empresa

Se introducira el problema del célculo variacional a horizonte infinito y se analizaran las
condiciones para la convergencia del funcional objetivo, asi como la particularidad de las
condiciones de transversalidad en tal caso. La teoria se ilustrara con algunos ejemplos.
Adicionalmente, se analizaran dos modelos diferentes para la elaboracion de un plan
dptimo de inversion para una empresa. Tanto con el modelo de Jorgenson como con el de
Eisner-Strotz, se procedera a la derivacion de la ecuacion de Euler y de las condiciones de
transversalidad, para luego hallar la politica 6ptima.

15. Ahorro nacional 6ptimo

Se planteard el modelo de Ramsey para la distribucion del ingreso nacional y se disefiara un
problema de calculo variacional para su ejecucion. Se analizara la convergencia del
funcional, la ecuacion de Euler y las condiciones de transversalidad, para luego obtener la
politica 6ptima.

2.2. Control 6ptimo

La teoria del control éptimo, desarrollada a partir de los afios 40 del siglo anterior
basicamente en la ex URSS, ha tenido en su corta vida un desarrollo fructifero. Después del
boom inicial relacionado con los viajes espaciales, esta rama se nutri6 de la era
computacional, para llegar a extenderse hoy en dia a problemas mas complejos como la
optimizacién de fluidos o sistemas cuanticos. La presentacion de la teoria del control
optimo de ecuaciones diferenciales ordinarias incluye, junto con el planteamiento del
problema basico, la técnica de los multiplicadores de Lagrange y el célebre Principio del
Méximo de Pontryaguin como condiciones necesarias de primer orden. Con una
aproximacion similar se derivan condiciones de transversalidad y condiciones necesarias en
presencia de restricciones de estado.

16. Problema fundamental y principio del méximo

En esta sesion se presentara el problema fundamental de control 6ptimo y se resaltaran sus
caracteristicas basicas. ElI hamiltoneano también serd introducido y se planteara el principio
del maximo con el formalismo hamiltoneano. Se analizaran algunos ejemplos de su
aplicacion.

17. Ejemplos de aplicacion del principio del méximo
Continuando con la presentacion del principio del maximo, en esta sesion se analizaran mas
ejemplos de su aplicacién, con miras a consolidar el conocimiento.

18. Condiciones finales alternativas
Se introduciran una serie de condiciones finales alternativas, asi como las condiciones de
transversalidad respectivas. Finalmente se ilustrara con ejemplos la aplicacion de la teoria.



19. Interpretacion econémica del principio del maximo

En esta sesion se introducira la interpretacion econdémica del principio del méximo, asi
como de sus distintos componentes: estado adjunto, hamiltoneano, ecuaciones de estado y
condiciones de transversalidad. Posteriormente se introducira el principio del maximo para
problemas con multiples variables de control y de estado.

20. Uso energético y calidad ambiental

Se analizard un modelo de Forster que describe la dindmica del uso de energia en un medio
contaminado. EIl problema de control 6ptimo consiste en maximizar la utilidad social (como
funcion del consumo y la contaminacion) teniendo en cuenta la dindmica del uso de
energia.

21. Teoria neoclasica del crecimiento 6ptimo

Se tratara el problema de crecimiento 6ptimo teniendo como base la funcion neocléasica de
produccion y una modificacion del modelo de Ramsey. El problema es analizado
detalladamente, para luego hallar una politica optima.

22. Progreso tecnoldgico exdgeno y enddgeno

En esta sesidon se analizardn modelos de crecimiento que tienen en cuenta el desarrollo
tecnoldgico exdgeno y enddgeno. La variable tecnoldgica entra en la funcion de
produccion y se plantea el problema de maximizacién del funcional de utilidad, teniendo en
cuenta la dindmica del sistema econémico.
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Calificacion:
Trabajos: 20%
Examen parcial: 30%
Examen final: 50%

Profesor: Juan Carlos de los Reyes.



