MATEMATICAS I

Estructura y objetivos del curso

El objetivo central del presente curso consisteegtudiar las principales técnicas de la
optimizacién dinamica y su aplicacion a diversosbfgmas de la economia, asi como
poner en perspectiva las principales lineas destigaeion en Economia Matemética.

El curso comenzaré con una introduccion en la queetende resaltar la importancia de la
metodologia, asi como revisar ciertos resultadeknpinares. La segunda parte consiste en
un tratamiento detallado del célculo variacionakly aplicacién a una diversidad de
problemas, principalmente econdémicos. En la Ulipade del curso se desarrollara la teoria
del control 6ptimo de ecuaciones diferencialesrandias y se analizaran algunos problemas
presentes en la economia.

El curso resaltara la importancia del andlisis wilcé con respecto al estatico e introducira
las principales técnicas para la optimizacion erhalicontexto. En el tratamiento de los
problemas provenientes de la economia se resaltss&upuestos de la modelizacion y se
obtendran politicas 6ptimas. Algunos meétodos nuwuséripara la resolucion de los

problemas de optimizacion resultantes seran estoslia

El curso sera complementado con la lectura deudoHientificos que permitan tener una
perspectiva de las principales lineas de investigaque se desarrollan actualmente en
Economia Matematica. Se pondra especial énfased analisis de problemas de control
Optimo, problemas de equilibrio y modelos de créemnto con desarrollo tecnoldgico.

La estructura del curso es la siguiente:

Sesion Tematica Horas
Introduccion

1 Clase | Motivacion 2

2 Clase | Ecuaciones diferenciales ordinarids

3 Clase | Funcional objetivo 2

Calculo variacional
4 Clase | Problema fundamental ¥
condiciones necesarias

5 Taller | Ecuacion de Euler: ejemplos 2

6 Clase | Optimizacion dinamica de U
monopolista

7 Clase | Condicion general g2

transversalidad
8 Clase | Ajuste 6ptimo de demanda laboral 2




9 Clase | Condiciones suficientes de segurdo

orden
10 Clase | Planificacién a horizonte infinito 2
11 Clase | Inversion 6ptima de una empresa 2
12 Clase | Ahorro nacional 6ptimo 2
13 Clase | Diagramas de fase 2

Control éptimo
14 Clase | Problema fundamental .Y
multiplicadores de Lagrange

15 Clase | Principio del maximo 2

16 Taller | Ejemplos de aplicacion dél
principio del maximo

17 Clase | Condiciones finales 2

18 Clase | Interpretacion  economica  (d&l
principio del maximo

19 Clase | Elciclo del negocio politico 2

20 Clase | Uso energético y calidad ambiental 2

21 Clase | Teoria neoclésica del crecimigro
Optimo

22 Clase | Progreso tecnolégico endégen® y
exégeno

1. Motivacion

En esta primera sesion se desarrollara el contedédocurso y presentaran ejemplos
iniciales de problemas de calculo variacional ytemmptimo en economia. Se ilustrara
como gestionar la produccion e inventario de unpresa planteando un modelo de control
Optimo. También se planteard como un problema d®iloavariacional la cuestion de

maximizar el empleo al tiempo que se controlaflaamn.

2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta sesion se presentaran ejemplos de ecumcifegenciales ordinarias y se
introduciran las técnicas mas elementales parasialucién de las ecuaciones de segundo
orden. La metodologia se desarrolla con vistas solacion de la ecuacion de Euler,
obtenida como condicion necesaria de primer ordenlos problemas de célculo
variacional.

3. Funcional objetivo

Se introducira la nocion, asi como la definicion fdacional objetivo y se presentaran
algunos ejemplos que ilustran la importancia geeeth en un problema de optimizacion.
La caracterizacion de los funcionales: standartza8Bp Mayer, también sera desarrollada.



4. Problema fundamental

Se planteara el problema fundamental del calculacsianal y se analizaran las ideas para
su resolucién. La derivada de una integral defigigl& analizada, con miras a la obtencion
de la ecuacion de Euler como condicidon necesadsteHormente, la deduccion de dicha
ecuacion sera llevada a cabo.

5. Ecuacion de Euler: ejemplos
Se trabajaran distintos ejemplos del célculo varied con la intencidn de interiorizar el
planteamiento y la resolucion de la ecuacion derfudra los distintos casos.

6. Optimizacion dinamica de un monopolista

En esta sesién se analizara el modelo clasico dasEsobre la dindmica de una empresa
monopolista. Después de obtener el modelo, se geogeal planteamiento del problema de
control 6ptimo y a su resolucion, a través de laae®n de Euler. Esta es una de las
primeras aplicaciones histéricas del calculo vévizal a la economia.

7. Condicion general de transversalidad

Se introduciran los problemas con condiciones dimalariables y se obtendran, con la
misma metodologia que para la ecuacion de Eulergdadiciones de transversalidad. Se
presentaran algunos ejemplos para ilustrar su olbt@nasi como algunos casos especiales.

8. Ajuste Optimo de demanda laboral

Un modelo de ajuste de demanda laboral es analizRtlanodelo, propuesto por
Hamermesh, describe la dinAmica de costos al efectn incremento de la fuerza de
trabajo en una empresa. Se planteara el problemaakbello variacional que busca
minimizar costos y se procedera a su resolucion.

9. Condiciones suficientes de segundo orden

En esta sesion se explicaran la clasica condiciditiente de segundo orden, bajo
supuestos de diferenciabilidad en el funcional ¢ festricciones. La verificacion de la
condicion sera realizada en algunos ejemplos, @agarvar si se trata de un minimo o un
maximo. Adicionalmente, criterios de concavidad anwexidad del funcional objetivo
seran explicados.

10. Planificacion a horizonte infinito

Se introducira el problema del calculo variacioadiorizonte infinito y se analizaran las
condiciones para la convergencia del funcionaltolgeasi como la particularidad de las
condiciones de transversalidad en tal caso. Léaeerilustrard con algunos ejemplos.

11.Inversién Optima de una empresa

En esta sesion se analizaran dos modelos diferpatada elaboracion de un plan éptimo
de inversidon para una empresa. Tanto con el mateldorgenson como con el de Eisner-
Strotz, se procedera a la derivacion de la ecuad®rtuler y de las condiciones de
transversalidad, para luego hallar la politicarapti



12. Ahorro nacional éptimo

Se planteara el modelo de Ramsey para la distGbuwi®| ingreso nacional y se disefiara un
problema de calculo variacional para su ejecuci®e. analizard la convergencia del
funcional, la ecuacién de Euler y las condicionedrdnsversalidad, para luego obtener la
politica 6ptima.

13.Diagramas de fase

En esta sesion se presentara el esquema genexdh gdaboracion de diagramas de fase en
el caso de sistemas de ecuaciones diferencialémanbds. Después de desarrollar un
ejemplo elemental, se utilizara el modelo de EiStentz para ejemplificar la construccion
de un diagrama de fase en un problema de economia.

14.Problema fundamental y multiplicadores de Lagrange

En esta sesion se presentara el problema fundandentantrol 6ptimo y se resaltaran sus
caracteristicas basicas. El hamiltoneano tambié¢éd s#roducido y se presentara una
variedad de ejemplos de programacion no lineal @ar@ander e interiorizar la aplicacion de
la teoria de multiplicadores de Lagrange.

15. Principio del maximo

Con los preliminares de multiplicadores de Lagrange esta sesion se planteara el
principio del maximo con el formalismo hamiltoniap@e analizaran algunos ejemplos de
su aplicacion.

16.Ejemplos de aplicaciéon del principio del maximo
Continuando con la presentacién del principio d&kimo, en esta sesion se analizaran mas
ejemplos de su aplicacion, con miras a consolidemrocimiento.

17.Condiciones finales
Se introduciran una serie de condiciones finalesrativas, asi como las condiciones de
transversalidad respectivas. Finalmente se il@stran ejemplos la aplicacion de la teoria.

18. Interpretaciéon econdmica del principio del maximo

En esta sesidén se introducird la interpretaciom@aica del principio del maximo, asi
como de sus distintos componentes: estado adjbatoiltoneano, ecuaciones de estado y
condiciones de transversalidad. Posteriormentatsediucira el principio del méximo para
problemas con multiples variables de control y stad.

20.El ciclo del negocio politico

En esta sesion se analizara el modelo de Nordhausigcula la dinamica del desempleo
con los periodos democraticos. Después de introéuanodelo, se plantea el problema de
control éptimo que busca capitalizar votos al maxipara un partido determinado,

teniendo en cuenta la influencia de las variabtem@émicas. Se obtiene, resolviendo las
condiciones necesarias, una politica optima.

21.Uso energético y calidad ambiental
Se analizarad un modelo de Forster que describ@danita del uso de energia en un medio
contaminado. El problema de control éptimo consstenaximizar la utilidad social (como



funcién del consumo y la contaminacién) teniendoceenta la dindmica del uso de
energia.

22.Teoria neoclasica del crecimiento 6ptimo

Se tratard el problema de crecimiento 6ptimo tetfoesomo base la funcién neoclésica de
produccion y una modificacibn del modelo de RamsEl.problema es analizado
detalladamente, para luego hallar una politicantgti

23.Progreso tecnoldgico exégeno y enddégeno

En esta sesion se analizaran modelos de crecimggrdatienen en cuenta el desarrollo
tecnologico exdgeno y endogeno. La variable tégich entra en la funcion de

produccion y se plantea el problema de maximizad@riuncional de utilidad, teniendo en

cuenta la dindmica del sistema econémico.

Bibliografia:
* A. Chiang:Elements of dynamic optimizatiddc Graw Hill, 1992.
W. H. Fleming and R. RishelDeterministic and stochastic optimal control
Springer Verlag, 1975.
* M. Intriligator: Optimizacion matematica y teoria econémieentice-Hall, 1973.
* A. Seierstad and K. Sydsaet@ptimal control theory and economic applications
Elsevier, 1987.
* V. Alekseev, V. Tikhomirov and S. Fomi@ptimal contro] Consultants Bureau,
1987.
D. Zill: Ecuaciones diferenciales con aplicacioned. Iberoamérica, 1988.



